PC 2015-2016

Devoir a la maison n°%

Partie | — étude de quelques propriétés de la fonioin f définie par: f(x)= Arcsin(\/x7)

Pour répondre aux questions qui suivent, vous meedevez) utiliser toutes les propriétés des
fonctions arcsinus et arccosinus vues en PCSI

.1 Justifier que le domaine de définition foest|0/].
1.2 Justifier que est dérivable sujo]] et calculerf'(x).

1.3 On se propose d’étudier la dérivabilité de f@n
f(x)-f(0) 1
x—0 Jx

1.3.1 Montrer que, lorsque tend vers 0;

[.3.2 fest-elle dérivable en 0 ?

1.4 On va maintenant étudier la dérivabilité de fn

1.4.1  Soit¢ la fonction définie su[-11] par : ¢(x) = Arcsinx+ Arccosx. En dérivant
¢ sur |-11], prouver que :Arcsinx+ Arccosx =T/, Ox0[~11]

1.4.2  Soitx un réel appartenant|&11]. On posed = Arccosx.

On rappelle que :8 = Arccosx < cosB = xet 80[0,7]

o . 82 3
Justifier que, lorsquetend vers 1, on a cosf —1—7 +0|0
En déduire que, lorsqueend vers 1 Arccosx ~ /2(1—-X).

1.4.3 Utiliser les questiond.4.1 et 1.4.2 pour prouver quelimlw:ﬂo.
e _

Quelle conclusion en tirez-vous ?

1.5 Dresser le tableau de variations det dessiner son graphBloubliez pas de faire
apparaitre dans le dessin les résultats obtenus3hetl.4.3.

Partie Il — résolution de I'équation différentielle (E) : 2x(1- x)y +(1-2x)y =1, avecx1]o]
1.1  On commence par résoudre I'équation homogene @K(1- x)y' +(1-2x)y=0

2x-1 _ 1 1

[1.1.1 Verifier 'égalité = -—.
2X(1-x) 2(1-x) 2x

C

JX(1-X)

[1.L1.2 Montrer que la solution genérale d¢)(est: y,(x)= , ouC est une

constante réelle.



.2 Onrésout (E) sufol

[1.2.1 En utilisant la méthode de variation de la corstat la questioh2, calculer une
solution particulierey, de E).

1.2.2 Ecrire 'expression de la solution générale B (
1.3 Vérifier que lim yp(x)=1. On peut donc prolonger par continuité la fonctigg sur
X-0
[04[ en posanty,(0)=1.
I.4  On examine maintenant gi,est dérivable e0.

I1.4.1 En utilisant les développements limités en A\desinx et v1-x (a quel ordre ?

c’est vous qui voyez), montrer qu&rcsin(\/;)—q/x(l—x) ~ 2x:;/§

1.4.2 En déduire qudim Ye(X)~ ¥p(0) =§. Conclusion ?

x-0 X

[I.5 La fonction y, a été obtenue all.2.1 comme solution particuliere dé&)( sur ]O;I[

Justifier par des explications pertinentes et coates que cette fonction prolongée en 0 au
1.3 est solution del) sur[0]].

Partie Il — étude des suites(u, ),-o définie par u,; = f(u,)

.1  Etudier la suite{u, ) lorsqueu, =0. On suppose dorénavaay > 0.
.2 Etude d’une fonction auxiliaire g définie parg(x) = f(x)-x
_ 1
[11.2.1 On poseh(x) = x(1-x). Montrer queh(x)<z, DXD[O% [D]% ;L].

1.2.2 En déduire que la fonctiog est strictement croissante s et strictement
positive sur|0y].

1.3 Un beau raisonnement par I'absurde

I1.3.1 En utilisantlll.2.2, montrer que, tant que les termes restent dando]], on a
Upsp —U, > 0.

11.3.2 Montrer que, si tous les termag sont dandoj], (u,) converge.

I11.3.3 Justifier que, si(u,) converge, sa limit¢ verifie g(¢/)=0. En déduire que la
convergence deu, ) est impossible.

I11.3.4 Montrer qu'il existe un rangy, tel queu, >1. Qu’en déduisez-vous suf, ,; ?

1.4 Dessiner dans un méme repere le graphé etda droite d’équationy =x. On choisit
Uy = 01. Calculer et dessiner les termes successifs si@tiajusqu’a dépasser 1. Et aprés ?



Partie IV pour les 5/2 — calcul d’une solution de (E) développable en sérentiére

L2 donrides Shadot.

EN ESSAYANT CoNTINVELLEMENT

ON FINIT PAR.L REUSSIR . DONC!
PLUL 6.A RATE, PLUS ON A

DEcHANCES QUE ¢ & MARCHE. .

+0o

On cherche une solution particulierg, de (E) sous la forme 1y, (x) = > a,x".0n note R le
n=0

rayon de convergence de cette série entiere.

V.1 Démontrer par un calcgoigmeux que Y, est solution deH) sur |-RR| si et

seulement si :

2n
= = >1 =
=1 % et, pour toun=1, a, 2n+1a”‘1
2n 12
IV.2  Vérifier que : On=>0, an:_2 (n!)
(2n+1)!

IV.3  CalculerR En déduire quey est solution der) sur|0]].

IV.4 En utilisantll.2.2, prouver que I'équationEj a une seule solution prolongeable par
continuité en 0. En déduire que =Yg -



